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1. Statystyki opisowe rozkladu empirycznego

Dystrybuanta empiryczna
(
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2. (x=x)n, n—1[§i=l" . (12)
Odchylenie standardowe

s=/s? (13)

Wspolczynnik zmiennosci

V = 2 (:100%) (14)
X

Rozstep

Xinax ~ Xin (15)

Rozstep ¢wiartkowy
Qs - Ql (16)
Odchylenie ¢wiartkowe

_ Qs — Ql
Q= T 17)

Wspolczynnik zmiennosci (pozycyjny)

V= g(- 100%) (18)
me

Wspolczynnik asymetrii
A= M, gdzie (trzeci moment centralny): M, = 1Z:(xj - )‘()3 (19)
n

S3

k
lub M, =% (x, —x)n, (20)



3. Rozklad zmiennej losowej

Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej X

P(X = x) = p =1.2,.... przy czym »_p, =1

Dystrybuanta zmiennej losowej skokowej X

F)=>p (~o<x<w)

Xj <X
Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej skokowej X

E(X) =in P

Wariancja zmiennej losowej (definicja)
D*(X) = E[X - E(X)J* = E(X®) - [E(X)])*

Wariancja zmiennej losowej skokowej X (metoda obliczania)
D*(X)= Y[ —ECOf p, = X% p, ~[EOOT

Standaryzacja zmiennej losowej X

U = X —EX)
D(X)

(1)

(2)

3)

(4)

)

(6)



4. Wybrane typy rozkladow
Rozklad zero-jedynkowy (dwupunktowy)
PX=1)=p

P(X =0) = 1-p

przy czym: E(X)=p; D(X)=p@d-p)

Rozklad dwumianowy

liczby sukcesow:

P(X =k) = Ejpka—p)“
przy czym: E(X)=np; D(X)=.npl-p)

k n e
czestosci sukcesow: P( = Hj = (kj pk (1-p) “ k= 0,1,2,...n
1—
przy czym: EW)=p; DW)= b( - )
Rozklad normalny N(m,o)
L (i <x<o
f(x) = e 2 —00 < X <00
o~N2r
przy czym: E(X)=m; D(X)=o
Rozklad normalny standardowy N(0,1)
f(u)—i % (—oo<u<oo)
J2r

przy czym: E(U)=0; D(U)=1

k=0,1,2,....n

(1)
(2)
(3)

(4)
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(6)

(7)

(8)
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(10)

(11)



4. Rozklady statystyk z proby

Z.alozenia

Wielkos$¢
proby

Rozklad statystyki

Rozklady dokladne Sredniej arytmetycznej z proby

X: N(m, o) proba (1)
dowolna XN m,i
0 — znane Jn
(X: N(m, o) proba < 2
dowolna® | t M /n
o — nieznane g t;, v=n-1
gdzie
=1 S x, - XY
n-143

Rozklady dokladne réznicy Srednich z dwéch préb

X1 N(ml, 0‘1) proby . N 0_2 (72 (3)
dowolne X;=X,:Nfm-m,, [L+-2%
X2: N(mz, 02) M
01, 02 — Znane
X1 N(ml, 0') proby -  — (4)
dowolne? | { _ (Xy=X,)—(m, —m,)
Xa2: N(mz, o) 1 1 tv=n+nm-2
2
. . Sp(i"'*)
o— hieznane, ale jednakowe n. n,
gdzie
S2 _ (nl _1)512 + (nz _1)522
P n+n,—2

Rozklady graniczne: Sredniej, sumy wartosci, czestosci i liczby sukcesow w rozkladzie
dwumianowym, roznicy Srednich i czestosci

X ma dowolny rozktad (niekoniecznie proba duza (5)
normalny) ze $rednig m i odchyleniem X -as.N| m o
standardowym o. n=>100 "Jn
X ma dowolny rozktad (niekoniecznie probaduza | Z, =¥" x;;Zyias N (nm, \/ﬁa) (6)
normalny) ze $rednig m i odchyleniem

n=>100

standardowym o.




standardowym o.

X1 i X2 majg dowolne rozktady proby duze 2 2 (7)
(niekoniecznie normalne) z parametrami X, — X, as.N| m —m,, 01 %
odpowiednio my i g1 oraz mz i oo. n n,
Populacja zero-jedynkowa®; X ma rozktad | proba duza o) (8)
dwumianowy z parametrami n i p. . —
n> 100 W :as.N| p, e
X pl-p)
W=— EW)=p DW)=,—
n n
Populacja zero-jedynkowa”; X ma rozktad | proba duza | x:qgs N(np, /np(1 = p)) 9)
dwumianowy z parametrami nip (X
oznacza liczbg sukcesdw w n probach) n=100
Populacje zero-jedynkowe; Xi i X; majg préby duze (10)
rozktady dwumianowe z parametrami
odpowiednio ny i p; oraz nz i pa. N, ~W, :asN| p, - p,. P.A-p)  PA-p,
1 2 1 2 nl n2
X, X
W, -W, =—"~-—2
n n,
Twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a oraz Lindeberga - Levy’ego
Populacja zero-jedynkowa ”; X ma rozktad | prébaduza | ; — X" . ;.o n(01 11
dwumianowy z parametrami n i p (X o mp(-p)” T ©.1) (11)
oznacza liczbe sukcesow w n probach) n=>100 )
(Tw. de Moivre’a-Laplace’a)
X ma dowolny rozktad (niekoniecznie préba duza U. = Yit, xi—nm, U.:asN(0 1 12
normalny) ze $rednig m i odchyleniem n Vng o on @S o1 (12)
n=>100

(Tw. Lindeberga-Levy’ego)

3 Niektorzy autorzy uznaja, ze juz przy probie n>30 dobrym przybliZzeniem rozktadu t Studenta jest rozktad normalny, a w

zwiazku z tym rozktad t stosuja dla prob n < 30.

b) 7 populacji o rozktadzie zero-jedynkowym losujemy niezaleznie n elementéw. X — liczba elementéw wyroznionych w

probie.




5. Przedzialy ufnosci

Zalozenia W;i::’)ll()(;sc Przedzial ufnosci Wspolezynnik ufnos$ci
Przedzial ufnosci dla Sredniej m

Populacja proba (1) | Pu<U<u)=1-a
normalna dowolna

. P()? —<m< X +u j 1-«a
X: N(m a

(m o) Jn Jvn tzn.
M — nieznane
o —znane P(|U|2ua)=a
POpUIaCja pr()ba (2) P(_ta,n— 1<t< ta,n—l) =1-a
normalna dowolna? _ S 5
Pl X -t <m< X+t . —|=1-
XZN(m,O') a,nl\/ﬁ anl\/ﬁ
m, o — tzn.
nieznane
P(|t] >tuns) =

Populacjao | proba B) | P(u.<U<u)=1-a

dowolnym duza

rozkladzie 00 P )? X
n>1 -u,—< m< +U, ~1
mio— J_ J_

nieznane

tZﬂ.

P(|U| >u)=a

Przedzial ufnosci dla parametru p w Zero-jedynkowym rozkladzie populacji

Populacjao | proba Pu,<U<u)=1-a

rozkladzie duza
/ _ / tzn.
( P) <p<p+u, pd- pJ;
P(|U| >u)=a

-c»

zero-
jedynkowym | N =100

p — nieznane

3 Niektérzy autorzy uznaja, ze juz przy probie n>30 dobrym przyblizeniem rozkladu t Studenta jest rozktad normalny, a w
zwiazku z tym rozktad t stosuja dla prob n < 30.

Minimalna liczebno$¢ proby przy szacowaniu m

d - dopuszczalny btad szacunku (5)

Minimalna liczebnos$¢ proby przy szacowaniu p

_uzp-p)

g d — dopuszczalny btad szacunku (6)



6. Testowanie hipotez statystycznych

Testy istotnosci

Hipoteza Zalozenia Wlel,kosc Statystyka testujaca i jej rozklad
zerowa proby
Ho: m=mg | populacja normalna grébal Zom (1)
. n -
X: N(m, o) owolna— 1y _ 2 Jn N(O, 1)
0 —Znane o
populacja normalna proba X —m 2
. dowolna? t= °Jn
X:N(m, 0) S t v=n-1
0 —nieznane
populacja normalna proba duza 5 3)
. —m
X:N(m, o) n > 100 u=-"—"2.n as. N(0, 1)
o —nieznane S
lub
dowolny (nieznany)
rozktad populacji
Ho: mi = m, | populacje normalne proby )4 X, —X, 4)
Xa: N(ms, o1) MK oL o2 N(O, 1)
Xa2: N(mg, '
2. N(mg, 02) n, n,
01, 02 — Znane
populacje normalne proby ) o (5)
X1: N(my, o1) dowolne t= XX tt venm+n-2
Xz N(mz, 0‘2) 32[1_'_1}
o1, 02 — nieznane, ale ln,
jednakowe —1)s2? —1)s2
J gdZie SZ — (nl 1)81 +(n2 1)82
n+n,—2
populacje normalne proby duze X X (6)
X N(ml 0'1) U= 2 2
1 ; ni+n, > 100 2 2 as. N(0, 1
X2: N(mz, 02) e S, Sy ©.1)
: \/ n n
o1, 02 — nieznane 1 2
lub dowolne (nieznane)
rozktady populacji
Ho: mr = mg | proby zalezne proby R — m, (7
roéznice R; maja rozktad dowolne t= n t oy 1
normalny Sk y VER-
. gdzie:
OR — hieznane n N
ZRi Z(xil_xlz)
L : 1 &
— i=1 — i=1 SZ - R _ R
n n " n —1;< RS




Ho: p = po popu!ac(:jja 0k rozktadzie pr(')balgl(;Za U - P— P, ®)
zero-jedynkowym n > =
ST [Po— py) 25N, 1)
n
gdzie: p = X
n
Ho: p1=p2 popu!acje o rozkltadzie proby duze ~ b — P, (9)
zero-jedynkowym U= 1
\/I@(l— I@)(+J
LR as. N(0, 1)
A Xy Xy o _ X, + X,
gdzie: T P2 PT T,

3 Niektorzy autorzy uznajg, ze juz przy probie n>30 dobrym przyblizeniem rozktadu t Studenta jest rozklad normalny, a w
zwigzku z tym rozktad t stosuja dla prob n < 30.

Test zgodnoSci

r —_A. 2 r o - 2
Xzzz(ni An,) :Z(n, np,) NS w0
i=1 N 1=1 npi

10




7. Analiza wariancji

Ho: mi=mz=....=my
Hi: mi # m; dla co najmniej jednej pary i, j

v — l — . v n. Srednia ogodlna 1)
y n Z Z ykl ; yl nl

i=1 k=1
Z Yi Srednia w i-tej grupie (2)
| k=1
st = n—1 Z(yki - ¥)? Wariancja w i-tej grupie (3)
k=1

Zz(ykl — Zn (yn — y) -+ ZZ(ykl Vi )2 4)

SKC (SST) = SKM (SSB) + SKW (SSE)
gdzie SKW = i(ni -1)s? (5)
i=1

F—i vi=r-1; ve=n-r (6)
= 3
w

gdzie st = SKM oraz s’ = SKW (7)

r-1 n—r

Obszar krytyczny: P(F >F,) = a (8)



8. Zmienna losowa dwuwymiarowa

Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej (X,Y)

Py =P(X =X,Y =Y;) Lj=12,.... przyczym > > p; =1
T

Funkcja prawdopodobienstwa rozkladu brzegowego zmiennej losowej X

P, :Z p; =P(X =X) i=1,2,... przy czym z p. =1
j i

Funkcja prawdopodobienstwa rozkladu brzegowego zmiennej losowej Y

p] =Zplj = P(Y = y]) j:1727"' przy CZym ij :1
i i
Funkcja prawdopodobienstwa rozkladu warunkowego zmiennej losowej X

P(X =x]Y = yj):ﬁ 1, =1,2,....
P,

Funkcja prawdopodobienstwa rozkladu warunkowego zmiennej losowej Y

P(Y:yj|X:xi)=ﬁ 1,j=1,2,....
p.

Warunek niezalezno$ci zmiennych losowych skokowych Xi'Y
P =P P, dla wszystkich par i, j

Kowariancja zmiennych losowych X i Y

cov(X,Y) = E{X ~E(X)]-[Y ~E(V)]} = E(XY) - E(X) E(Y)

Kowariancja zmiennych losowych skokowych X i Y

cov(X,Y) =2 > [ ~ECO)y, ~EM)]p, =X Y %y, p, ~E(X)-E(Y)

Wspélezynnik korelacji liniowej Pearsona zmiennych losowych X i Y

_ cov(X,Y)
”~ D(x)D(Y)

(1)

(2)

3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

9)

12



9. Badanie zaleznosci dwoch cech

Rozklady brzegowe w probie

Srednie k

Wariancje (nieobciazone)

k
(Xi - )_()2 nio
=1

52: i = 1 ix_zn_ —
g n-1 n-1\< "' "

Rozklady warunkowe w probie

Srednie K

Wariancje (nieobcigzone)

Z(Xi _)_(j)znij

*] i

1 &
= DXy =n,,
n. -1 n,. -1

X

Z(yj_yiynij

Srednie ogélne (brzegowe) wyliczone ze §rednich warunkowych

Kowariancja (nieobciazona)

dane indywidualne:

n

1 _ _ 1 { __
cy =y -l -9)= -y Sy

(1)

3)

()

(6)

13



dane pogrupowane w tablicy korelacyjnej:

Cyy =ni_1i2(xi -x)y; - ), =ni_1[i|2xiyjnq —niVJ

i=1 j=1 i=1 j=1

Test niezaleznosci

| n. —A.)? n. -n.
=2 (g =0y) v=(k-1)(I-1)  gdzie fi; = ——
. 1 n

Wspolezynnik zbieznosci VCramera
2
VA 4 gdzie m=min(k, )
n(m-1)

Wspolezynnik korelacji liniowej Pearsona

Test na nieskorelowanie liniowe zmiennych

.
1-r?

t= n-2 v=n-2

Wspolezynnik korelacji rang Spearmana

S
i=1

n(n?-1)

i

(8)

()

©)

(10)

(11)

(12)

(13)

14



10.Klasyczny model regresji liniowej z jedng zmienng objasniajaca

Y=E(Y[X=X)+tei=axi+ B + & i=1,2,..n (1)
Zalozenia:
E(e)=0
D?(&i )=E(&i)=0>
cov(ei,g)=0 dla i#j
&i: N(0,0)
Funkcja regresji liniowej: ¥, =& - x, + 3 )
Parametry strukturalne:
n Z X Z Yi n
in y, — Z(Xi - )_()(yi - 7) c s (3)
G — i n _ izt Y e 2y
n 2 n _\4 52x xy Sx
] DX Z(Xi ~X)
z x2 — i =1
i-1 n
p=y-ax
(4)
Parametry stochastyczne
a) Wariancja i odchylenie standardowe skladnika resztowego
€ = Vi-yi - reszty
Zn: 02 Yi — warto$ci empiryczne
=i _ [e2 Ji =X+ - wartoS$ci teoretyczne
Se = Se - Se
n—2 (5)
b) Bledy standardowe oszacowan parametrow:
. _ s2 B s2 B \/ s2 (6)
a = n - 2 2
= -1s
X. —X)? . (n x
; ( i ) . Z Xi
z X|2 . i=1
i-1 n
n n n (7)
Se 2 Xi Se DX Se 2 X{
S i=1 — i=1 — i=1
15



Podzial calkowitej sumy kwadratow odchylen

n

Yh-= Y-y o+ S-u)

i=1 i=1 i=1

RZZiZ_ll(yi_y) :l_iz_ll(yi_yi) . ;ei i _(n—2)592
ICTE N YR RIS W (TR /% (n=D)s,

Przedzial ufnosci dla o
Pla-t,, .8, <a<a+t,  ,s;)=1-y

Test dla hipotezy Ho: a.=0
t= ﬁ, v=n-2

So‘z
Prognoza Y dla X=xP

PP =a-xP+ B

Blad standardowy prognozy Y dla X=xP

s(y))=s, 1+%+n(xp;)_()2 gdzie i(xi ~-X)>=(n-1)s
Z(Xi _)_()2 =

Przedzial ufnosci dla prognozowanej wartosci Y

PLY, =t 02 S(Y) <Y <9, +t, 00 -S(y)]=1-y

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

16



11. Wyroéwnywanie szeregow czasowych

Srednia ruchoma zwykla

Zyt+r t=q+1,q+2,...,n—q; q=1,2,....

t

2q+1

Srednia ruchoma scentrowana

-1
+ —
yt 2q |: yt q ) zq+1 yt+r yt+q

(1)

(2)

17



12.Indeksy statystyczne

Indeksy indywidualne

t=1,...,n
Przyrost absolutny tancuchowy (1) | Przyrost absolutny jednopodstawowy  (4)
Ayr =Yt — V-1 Ay =Yt — Ves
Przyrost wzgledny tancuchowy (2) | Przyrost wzgledny jednopodstawowy  (5)
Ve — Yi-1 Yt = Vix
Op =—— Op =——
Ye-1 Ve«
Indeks indywidualny tancuchowy (3) | Indeks indywidualny jednopodstawowy (6)
Lo L%
t/t-1 — t/tx =
ytfl s

Srednie tempo zmian w okresie (1, n)
r (1’ n) = |g —1

gdzie:
(10)

(8) (9)

— n-1 /ln/l

— i )K
Prognoza na podstawie Sredniego tempa: yn+k - yn ) (I g )

jip = Z—j: indywidualny indeks cen j-tego produktu
jlg = Z—j: indywidualny indeks ilosci j-tego produktu
jiw = i indywidualny indeks wartosci j-tego produktu

(7)

(11)

(12)
(13)

(14)

(15)

18



Indeksy agregatowe wartosci, ilosci i cen
(' sumowanie w indeksach agregatowych po j sktadnikach agregatu)

Agregatowy indeks wartosci (zmian nominalnych): (16)

z ijl qjl
ZW ijo’ jo
J

Agregatowy indeks cen:

Ogolna posta¢ standaryzacyjna: a7

Z p]lqjt const
Zp Oqjt const

a) wedhug formuty Laspeyresa: (18)

ZleqJO ij Pioljo Zjipwjo

J =2 g
Z ijqJO Z pJOqJO ijo j

j

b) wedlug formuty Paaschego: (19)

Zp,lq,l Zp,-lq,-l 2 Wi
J J

wjl Uj

Plp Z -
ijqjl pjlqjl
Zj: jip ZJ: jip b

c) wedtug formuly Fishera: (20)

Flp:\/L]pPIp

19



Agregatowy indeks ilo$ci (zmian realnych):

Ogolna posta¢ standaryzacyjna:

Z q j1 pjt:const
i

| ! Z =
q jo pjtfconst
]

a) wedhug formuty Laspeyresa:

Z Pjolja Z ilqPjodjo Z ilqWjo

=< == == = jialjo
Z ijqu Z pjoqjo ijo j
J J

b) wedtug formuty Paaschego:
2Pl 2Py 2Wa o,
| = J —_J
PTq Z - d. W. u.
Piid;jo P j1 j1
ZPate 3 By e

i j'q i i'q i oi'q

c¢) wedlug formuty Fishera:

rlg=Altdqrly

Rownosé indeksowa

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)
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